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Velkommen til QMATH!

Dette er et st noter, som vi vil benytte til at introducere jer til nogle af de fascinerende aspekter af kvan-
teinformationsteori. Vores mal er at vise jer nogle af de basale koncepter sasom qubits og kvantegates
samt deres matematiske fomuleringer. Til slut i dag vil I selv lave beregninger pa basale kvantekredslgb
og endda vise at kvanteinformation ikke kan kopieres.

Den matematik vi vil beskaeftige os med omhandler vektorrum, hvilket er et af matematikkens mest
fundamentale emner. Vektorrum bliver anvendt i alt fra moderne machine learning til beskrivelsen af
kvanteinformation. Dette er grunden til, at det er et af de fgrste matematikkurser pa universitet og stort
set alle naturvidenskabelige retninger indeholder (i hvert fald lidt af) det. I dag vil vi kun se pa de mest
basale egenskaber ved vektorer, som nogle af jer maske allerede kender.

Et par kommentarer omkring disse noter:

e Alle matematiske definitioner og redskaber vil savidt muligt blive introduceret i afsnittene “Matem-
atisk veerktgj”. Disse afsnit er efterfulgt af “Hands on” afsnittene, hvor vi bruger de matematiske
vaerktgj til at undersgge kvanteinformation. Som navnet antyder, indeholder disse afsnit en raekke
gvelser, sa I far en form for learning-by-doing oplevelse. Vi haber, at dette vil fore til en masse
spaendende diskussioner og spergsmal i lgbet af dagen.

e Der er selviplgelig mange flere spaeendende emner inden for kvanteinformationsteori, end vi kan
na at bergre i dag. Vi har ogsa valgt at begraense os til de reelle tal i dag, selvom det faktisk er
ngdvendigt at udvide til de komplekse tal for en komplet beskrivelse af kvanteinformation. Vi har
indsat fodnoter, der beskriver, hvor man skal veere opmaerksom pa, at komplekse tal er ngdvendige
for en komplet beskrivelse. Dette er kun ment som en hjelp i jeres videre studier, og I behgver
ikke bekymre jer videre om det i dag.

1 Matematisk vaerktgj: Vektorer

Den forste slags vektorer man stifter bekendtskab med er typisk sgjlevektorer. I dag vil vi iseer benytte
to-vektorer, dvs., sgjlevektorer med to tal

6 0 ()

Generelt kan vi beskrive en to-vektor  som

med to arbitreere tal zg, 21 € RE.

1For en komplet beskrivelse er det ngdvendigt med komplekse tal.



1.1 Addition

To vektorer kan leegges sammen til en ny vektor. Lad & og ¢ veere to-vektorer, da er

o = o Yo Zo + Yo
rt+y= + = .
Y <5C1> <y1> <$1 + y1)

1 3 1+3 4
(2)+(3) - (o)
1.2 Skalar multiplikation

Enhver vektor kan ganges med et tal.? Lad r € R veere et tal og & en to-vektor, da er

e ()= ()
(0)-03)-0)

Bemeerk, at vi ofte udelader gange-symbolet “-” i skalar multiplikation.

For eksempel,

For eksempel,

1.3 Skalarprodukt

Skalarproduktet er hvor to vektorer ganges sammen til et tal. Skalarproduktet for to-vektorer er defineret
ved som felger?. Lad &, 7 veere to-vektorer, da er skalarproduktet

= = o Yo
T-y= . =x + 21Y1.
Y (Il) <y1) 0Yo 19

To vektorer siges at veere ortogonale (vinkelrette pa hinanden), hvis deres skalarproduktet er nul. For
eksempel,
1 1
() (1) =1 1e1cno

Normen af en vektor er et mal for dens leengde. Kvadratet af normen er skalarproduktet af vektoren
med den selv. Det betyder, at normen ||Z|| af en to-vektor & er

1.4 Vektornorm

I1Z] = VT T = /(20)? + (1)

For eksempel,

- v vnes

Hvis vi dividerer en vektor # med dens norm ||Z]| far vi en ny vektor

. 1
Y= 77
2]

som har norm ||7]] = 1. Dette kaldes at normalisere en vektor.

2Generelt kan enhver vektor ganges med en skalar. En skalar har en stgrrelse, men ingen retning. I vores sammenhzeng
svarer dette til et tal.

3For en komplet beskrivelse skal skalarproduktet erstattes af det indre produkt & - 4§ = Toyo + ZT1y1. Her er Zg den
kompleks konjugerede af xzq.



1.5 *At konstruere ortogonale vektorer

Z1

For en arbitreer to-vektor & = (io) kan vi definere den ortogonale vektor ' = < .
—Io

1

. xr xr
g-zt=("°). ! = xox1 — 129 = 0.
T —Zo

Den ortogonale vektor har samme norm som den originale vektor

>4 . Det ses at

de to er ortogonale ved

Il = |7

2 Hands on: En qubit

I klassiske informationsteori kan en bit kun veere i én ud af to mulige tilstande: Den kan enten have
veerdien ‘0’, eller vaerdien ‘1’. I kvanteinformationsteori har en qubit to kvantetilstande, der svarer til
disse klassiske bittilstande. Vi betegner dem med sakaldte kets:

‘0" +]0) and 1"+ [1).

En qubit kan dog ogsa veere i mange andre tilstande. Faktisk er der uendelig mange qubittilstande.

2.1 Kvantetilstande er normaliserede vektorer

En kvantetilstand kan repraesenteres af en vektor med norm 1, hvilket vi vil kalde for en normaliseret
vektor. Dette betyder at enhver qubittilstand kan beskrives som en normaliseret to-vektor. Til dette
formal definerer vi

To yderligere tilstande, der oftes bruges i kvanteinformation, er

1
V2

1

+) 7

(10) +11)), =) (10) = 1)) -

Ovelse: Tilstandene |+) og |—) kan ogsa skrives som to-vektorer. Udfyld hullerne i de fplgende ligninger:

=) ()

. . 3\ . .
Ovelse*: Find det tal der skal ganges pa to-vektoren ( 4> saledes at den repraesenterer en kvantetil-
stand. Dette kaldes at normalisere vektoren.
Ovelse: Siden qubits kan repraesenteres af vektorer med norm 1, kan vi visualisere dem pa en en-

hedscirkel® . Herunder kan du se |0) og |1) indtegnet. Indtegn selv |+), |—) og den normaliserede vektor
fra foregaende gvelse.

L _ [ Tr
= %)
5Normaliserede komplekse to-vektorer kan afbildes pa en enhedssfzere, hvilket kaldes for en Bloch sfere.

4] tilfeelde af en kompleks to-vektor definerer man &



2.2 Malesandsynligheder er skalarprodukter

Nar vi maler en qubit, tjekker vi, hvilken tilstand den er i. Antag at en qubit er i tilstanden

0=(%).

En maling tester nu om denne qubit er i en arbitreer tilstand

o=(2).

Resultatet af denne maling kan veere JA. Sandsynligheden for dette er givet ved skalarproduktet:

PM@@MF’@D(%)

Her har vi har benyttet ket-bra notationen for et skalarprodukt (¢ |¢). Hvis vi far svaret NEJ betyder
det at malingen viste at vores qubit var i den ortogonale tilstand ©

=) - ()

(Du kan overbevise dig selv om, at der altid geelder, at 1 = P(¢[)) + P(¢*|¢).) Efter en maling svarer
qubittilstanden altid til maleresultatet. En maling sendrer med andre ord tilstanden af en qubit.

2

= |poto + 11 |* .

Ovelse: Udfyld nedenstaende skema ved at beregne sandsynligheden for at male en qubit i tilstandede
til venstre nar den oprindeligt var i de gverste tilstande (Du kan gore det nemmere for dig selv ved at
huske pa at alle qubittilstande har norm 1 og ved at overbevise dig om at P(¢lw) = P(v|¢).) Hvorfor
summer sandsynlighederne for at male en qubit i enten |0) eller |1) (eller |+) eller |[—)) til 17

’ Malesandsynlighed P(¢|y) = |<¢|¢>|2 ‘
_1(3
0 11D [+ | =) [ 1B =5 <4)

(0]
(1
(+
(=
]

6Du kan verificere, at vi altid har at 1 = P(¢p|y) + P(p|).



Ovelse: Antag at vi ved en maling finder en qubit i tilstand |1). Hvilke tilstande i ovenstaende skema
kunne have beskrevet denne qubits originale tilstand fgr malingen? Hvad er den eneste tilstand, vi med
sikkerhed kan sige, ikke beskrev den originale tilstand?

Ovelse*: Alice maler pa en qubit der oprindelig er i tilstand |1) og far resultatet |+). Efter hen-
des maling sender hun sin qubit videre til Bob, som maler, om den er i tilstand |1). Hvilket resultat kan
Bob fa? Hvad er malesandsynlighederne?

3 Matematisk vaerktgj: Matricer

En kvantecomputer foretager beregninger ved at manipulere den information, der er gemt i dens qubits.
Dette er matematisk beskrevet ved matricer der virker pa to-vektorene. En 2 x 2-matrix A bestar af 4

tal agg, ao1,a10,a11 arrangeret i en tabel
a a
A= (@00 ao1
aijp a1l

Vi kan lade en 2 x 2-matrix virke pa en to-vektor v = (ZO
1

ao1 Yo\ _ [ @povo + ap1v1
ail U1 a10Vo + a11v1

Bemeerk, at den forste sgjle af matricen giver den to-vektor, som vi far ved at lade den virke pa to-vektoren

) og fa en ny to-vektor defineret ved

aio

A= <a00

(é) Tilsvarende giver den anden sgjle den vektor, vi far ved at virke pa (2)

(2 2006 (206
ajp a11) \0 ayp)’ aip a1/ \1 an
4 Hands on: At rotere qubittilstande

De elementare operationer, en kvantecomputer kan udfgre pa en qubit, kaldes for kvantegates. Den
fgrste enkelt-qubit kvantegate ci definerer kaldes for en Hadamard gate.

1 1
V2 V2

Ovelse: Hvilke tilstande far vi ved at virke med en Hadamard gate i nedenstaende tilfzelde?

HI0O)= , H)= , H[+)= , H|5)=
Visualiser hvad en Hadamard gate ggr i nedenstaende cirkel diagrammer.
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Ovelse: Vi definerer en enkelt-qubit rotationsgate som
cosf  sinf
Ro = ( sinf cos 0) ’

hvor § = 0...27w. Hvad sker der med en qubit i tilstand |0) nar Ry virker pa den?

Ry |0) = (

cosf
—sinf

sin 6
cos 0

1
0

)



Hvordan ser denne tilstand ud i ket-notation?

Ry |0) = 0) + 1)

Ovelse: Malinger med hensyn til tilstandende |0) og |1) forekommer meget ofte i kvanteinformationste-
ori. Fra formlen omkring malesandsynligheder fglger, at sandsynligheden for at finde en tilstand

) = 10 [0) + 91 1) = (ii)

i en af tilstandende |0) og |1) er bestemt ved kvadraterne af absolutveerdierne af koefficienterne v, 91:

POW) = [wol*,  PQY) = [l

Lad os nu foretage en maling af qubittilstanden Ry |0). Hvilken af nedenstaende grafer viser sandsyn-
ligheden for at malingen viser tilstanden |1)? Hvilken viser sandsynligheden for at malingen viser til-
standen |0)? Kan du beskrive funktionerne bag den rgde og bla graf?

1
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INIE]
[S[O8)
3

Det eneste krav, for at en matrix repraesenterer en kvantegate er, at den transformerer qubittilstande
til qubittilstande. Det betyder, at hvis matricen virker pa en vektor med norm 1 skal den resulterende
vektor ogsa have norm 1. Sadanne matricer kaldes for unitere.

Der er mange andre enkelt-qubit gates udover ovenstaende Hadamard gate H og rotations-gate Ry. Det
er dog muligt at vise, at alle disse kan skrives som en kombination af H og Rg”.

5 Matematisk vaerktgj: Tensorprodukt

En kvantecomputer vil besta af mange qubits. For at beskrive tilstanden af flere qubtis har man brug
for vektorer med mere end to tal. Til dette formal benytter man et tensorprodukt.

Givet to to-vektorer & = (io) and ¥ = (yo) definerer vi tensorproduktet som fire-vektoren

1 Y1
ZoYo
I T €T
PRy = 0 ® Yo\ _ oY1
Z1 Y1 Z1Yo
T1Y1

Fire-vektorer kan leegges sammen, ganges med en skalar og har skalarprodukt og norm fuldseendig lige-
som vi har diskuteret det for to-vektorer. Definitionerne udvides pa en ligefrem made, akkurat som man
ville forvente.

"For komplekse vektorrum er der dog flere rotationsmatricer end Ry.



6 Hands on: To-qubittilstande og sammenfiltring

Forestil dig at Alice har en qubit i sit laboratorium som er i en eller anden arbitreer tilstand. Bob kommer
nu og giver Alice en anden qubit i en anden tilstand. Hvilken tilstand og tilsvarende fire-vektor beskriver
nu begge qubits?

Hvis de to qubits ikke er korrelerede kan deres felles tilstand beskrives ved tensorproduktet af deres
repraesentative to-vektorer. For eksempel, de fire tilstande vi kan have for to qubits der hver iseer er i

tilstand |0) eller |1), er:
1 0
) |O>A ® |1>B = (0) ® (1) =

040, = (o) @ (o) -
siomar Q)= B) muema (o0

Disse fire tilstande svarer til de fire forskellige tilstande som to klassiske bits kan vaere i: ‘00°,’01’,’10° og
‘117,

o o0 coo~
o o0Co oo~ o

Dvelse: To qubits kan selviglgelig veere i mange flere tilstande end de ovenstaende fire. For eksem-
pel kan Alica have sin qubit i tilstand |4+) mens Bob har sin i tilstand |0). Eller begge kan have deres
qubits i tilstand |+). Hvad er de tilsvarende fire-vektorer?

[+) 4 ®10)5 = A=

De to-qubit tilstande vi har set pa indtil videre kaldes for separable tilstande. Der findes dog to-
qubittilstande som ikke kan skrives som et simpelt tensorprodukt. Disse kaldes for sammenfiltrede til-
stande og et et godt eksempel pa det, der ggr kvantefysik sa forskellig fra klassisk fysik.

Ovelse: Betragt tilstanden

1 0 <

1 1 \g 0 \g
V=5 0ae s+ aea=1 g |+ 0| =0
1 1

0 V2 V2

Tjek at denne fire-vektor repraesenterer en kvantetilstand, dvs. at den har norm 1. Hvis vi maler de
to qubits, hvad er sa sandsynlighederene for at finde dem i hver af de fire tilstande [0) , ® |0) 5 ,(0) , ®
1)5,1) 4, ®10)5, and 1) , @ |1) 57

Py = , Por = , Pio = , P =

Ovelse: Hvilke af nedenstaende histogrammer viser malesandsynlighederne, der svarer til tilstandede
[4)a @ [+) g [+) 4 ®10) 5 0g [TF)?
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7 Hands on: Et kvantekredslgb

I dette afsnit samler vi op pa alt det vi har beskaftiget os med indtil videre ved at designe et kvan-
tekredslgb, der producerer tilstanden |U1). Et kvantekredslgb er en teoretikers byggeklods for en kvan-
tecomputer.

Det kredslgb vi ser pa er:

AT

0) g ——

Man leser et kvantekredslgb fra venstre mod hgjre: Til venstre kommer to qubits repreesenteret ved
linier ind. Begge qubits er i tilstand |0). Dette betyder, at to-qubittilstanden er |0) , ® |0) 5. Til hgjre
kan vi se, at de to qubits kommer ud i den sammenfiltrede tilstand |¥*). For at forsta hvad der sker
inde i kredslgbet, skal vi se naermere pa kredslgbselementerne.

Det forste, der sker i kredslgbet, er, at gaten virker pa den gverste qubit. Dette symbol

repraesenterer en Hadamard gate, og vi har allerede udregnet, at H |0) = |4). Dette betyder at efter den
forste gate er de to qubits i tilstanden [+) , ® |0) 5.

0} +)a
— o

10) )5

Det naeste, der sker, er en to-qubit gate. Denne gate virker simultant pa begge qubits. Dette ggr, at den



kan eendre deres to-qubittilstand pa mange flere mader end individuelle enkelt-qubit gates kan.
Den gate, der bliver brugt her, er en controlled NOT-gate eller CNOT-gate.

0) ——10)  [0) ——10) ) —— 1) [1) —— 1)

0) —— 100 ) ——I) [0)—0—1) 1) ——10)

Dens virkning kan ses ved at kigge pa de fire to-qubittilstande [0) , ® [0)5,[0) , ® |1)5,]1) 4, ®|0) 5 0g
|1) 4 ® |1) 5. Hvis den forste qubit er i tilstand |0) , gor den ingenting, men hvis den forste qubit er i
tilstand |1) 4, bytter den om pa veerdien af den anden bit |0) 5 <> |1) 5.

Dvelse: Hvilken af nedenstaende 4 x 4-matricer repraesenterer en CNOT gate?

1.0 0 0 1.0 0 0 0 0 01
01 0 0 01 0 0 01 00
0 01 0 0 0 01 0 010
0 0 01 0 01 0 10 0 0

Ovelse: Vis at den anden del af kvantekredslgbet producerer den sammenfiltrede tilstand [¥1) ved
at lade CNOT-matricen virke pa fire-vektoren for [+) , ® |0) 5.

H—)A ———
} )
0)p —B—

8 Et par sidste kommentarer: Kvanteinformation kan ikke kopieres!

Beregningerne som I lige har lavet kan faktisk bruges til at bevise, at kvanteinformation ikke kan kopieres.
Dette vil sige, at det er umuligt at kontruere en kvantekopieringsmaskine, der kan kopiere arbitrzere
qubits. Hvis vi ser pato qubits betyder dette, at der ikke findes et kvantekredslgb der tager en qubit i
en ukendt tilstand |¢) 4, den “originale” qubit, og en anden qubit i tilstanden |0) 5, en “kopi” qubit og
udsender de to qubits i tilstanden [¢) , ® |¢) 5:

Grunden til dette er, at et sadant kvantekredslgb ville skulle kunne repraesenteres ved en matrix M, som
alle andre kvantekredslgb kan. En sadan matrix skal have en egenskab som vi har benyttet indtil videre,
men ikke har diskuteret explicit endnu. Denne egenskab er, at matricens virkning pa en vektor skal veere
liner. Dette betyder:

e Nar en matrix M virker pa en vektor Z som er en sum af to vektorer 2’ = ¥+ ¢ skal den resulterende
vektor veere lig summmen af de to vektorer vi far ved at lade M virke pa ¥ og y separat:

MZ= M7+ y) = M+ My
e Nar en matrix virker pa en vektor w = rv som er faet ved at gange et tal » pa en anden vektor v

skal den resulterende vektor veere den samme, som hvis vi lader M virker pa v og derefter ganger
med 7.

Mw = M(r?d) = r (M9)

Hvad betyder dette for en kvantekopieringsmaskine? Hvis maskinen skal virke korrekt, skal den veere i
stand til at kopiere tilstandene |0) , og |1) ,. Dette betyder, at den skal opfylde

M‘O>A ® |0>B = |O>A® |0>Bv M|1>A® |O>B = ‘1>A ® |1>B’



hvilket med vektor-notation er

S o o
S o o
o = o o
= o o O

Allerede fra dette fplger, at maskinen ikke vil veere i stand til at kopiere tilstanden |+) , korrekt. Vi ser
at

7 7 0
_|o0 0 0
Ha®0)p=] 1L |= o | T
V2 V2
0 0 0
Vi benytter at M er lineeer til at se at
1 1 1
3 ANE AEE
Mt 0p=m| 5 = |||+ |[=nm|? [+ar| L
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
110 1 0 1 0 1 0 110 110
=M + M| — =—M +—=M = — +—=
210 211 2 0 V2 1 V210 V210
0 0 0 0 0 1
1 1
2 (0 (4
0 _ — |\t
“lo]Tlo|T|o ™)
0 1 1
V2 V2

Maskinen vil atsa give den sammenfiltrede tilstand |U") i stedet for den korrekte tilstand |+) , @ |+) 5.
Dette viser, at det er umuligt at kopiere en ukendt qubit med et kvantekredslgb.

Man kan nu forestille sig, at en kvantekopieringsmaskine maske ville fungere, hvis man malte sin qubit
forst. Sa ville man jo kende qubittilstanden, og vi ville sa kunne kopiere den. Problemet med dette er,
at en maling eendrer qubittilstanden, som vi har set tidligere. Vi ville derfor ikke kopiere den originale
qubit.
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